Distribuicao de Probabilidade Conjunta

1. DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE CONJUNTA

O nosso estudo de variavel aleatoria e de suas funcdes de probabilidade até agora
se restringiram a espacos amostrais unidimensionais nos quais os valores observados

eram assumidos por uma Unica v. a.

Entretanto, existem situacGes em que se deseja observar resultados simulténeos
de varias variaveis aleatdrias. Por exemplo, podemos medir o total precipitado, a
umidade e a temperatura, resultado em um espago amostral tri-dimensional que consiste

nos resultados (p, u, t).

1.1. VARIACOES ALEATORIAS DISCRETAS

Se X e y sdo duas variaveis aleatérias, a distribuicdo de probabilidades de sua
ocorréncia simultédnea pode ser representada pela funcdo com valores f(Xx, y) para
qualquer par de valores (X, y).Costuma-se referir a esta fungdo como Distribui¢do de

Probabilidade Conjunta de x e y.
Para o caso discreto:
FOX, y)-P(X=X%X,Y=Y) = fm.p.

ou seja, os valores f(X, y) ddo a probabilidade dos resultados X e y ocorrerem ao

mesmo tempo.
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A funcgéo f(X, y) € a distribuicdo de probabilidade conjunta ou f.m.p. das variaveis

aleatédrias x e y se:

1. f(x,y) =0 p/ todos (x,y) (claro! E probabilidade! ).
2. ) > f(xy)=1

X oy
3B PX=x,Y=y) = f(xy)

Para qualquer regido A no plano xy

Pl y)OAl =Y > fixy)

Exercicio 7.1

Dois refils selecionados aleatoriamente
3B
2R
3G

X - nimero de “blue” refils

i . selecionados
Y - ndmero de “red’refils

a) Ache a probabilidade conjunta f(X, y), ou seja a probabilidade de x e y ocorrerem
simultaneamente.
$=1(G,6) (G,B) (G,R) (R,R) (R,G) (R,B) (B,B) (B,G) (B,R) r

« Quais os valores assumidos pelas variaveis aleatorias X e Y nestes pontos do

espaco amostral?
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*y)

x=0 =1 =0 =0 =0 =1 =2 =1 =1
y= y= y= y= y= y= y= y= y=1
Assim, os possiveis pares de valores simultaneos de (X, y) séo:

(0,0) (1,0) (0,1) (0,2) (2,0) (1,1)

» Calculando as probabilidades:

f (0,0) = 2 “GREENS” serem selecionados.

) g 53

_2111_ 21,11 _3 _3
[8] 8! 8 x7x6! 56 28

P(x=0,y=0)=

5] 216 21.6 2

f (1,0) = 1 BLUE ser selecionado

1 GREEN ser selecionado

:(fJ(iy:1f;r1?;!:ifi§'ié§:=jl
(SJ 28 28 28

T (0, 1) =1 RED ser selecionado

1 GREEN ser selecionado

L) s
S 7T
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f (0, 2) = 2 RED serem selecionados

L s

2
Hie

f (2, 0) = 2 “BLUES” serem selecionados

) o

_\2)_2111_ 2411 _3
8 28 28 28
2

T (1,1) = 1 BLUE ser selecionado

1 RED ser selecionado

00, 2.2

)0 11 2771111 6

8 28 28
2

Assim, a f.m.p. do acontecimento simultaneo de x e y é dado por:

Tabela 7.1
X
f(x,y)
\
0 1 2
0 3/28 9/28 3/28 15/21
1 6/28 6/28 -- 12/28 > =1
y =
2 1/28 -- -- 1/28
J
10/28 15/28 3/28 1
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b)
P[(x,y) OA/ X +y£< 1]=P(x+ys1)

= f(0,0) + f(1,0) + (0,1)

3.9 6 _18
t—+— =

28 28 28 28

1.2. VARIAVEL ALEATORIA CONTINUA

A funcao f(X, y) é uma funcédo densidade de probabilidade conjunta das variaveis
aleatorias x e y se:

1. f(x,y) =0 p/ todos (X, Y)

2. [7[ f(x,y) dx dy =1

3. P[(X,Y) O A]= [[f(x,y) dx dy para qualquer regi&o A no plano xy.

Exercicio 7.2

Uma fabrica de doces distribuiu caixas de chocolates com mistura de creme, toffees e
améndoas, envolta em chocolate branco e marrom. Para uma caixa selecionada ao acaso,
seja X ey, respectivamente, a proporcdo de chocolate branco e marrom existente no

creme e suponha que f.d.p. conjunta é:

f(x,y) = %(2x+3y) 0<x<10<sy<x<1

0, outros valores
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a) verifique a propriedade 2 (é f.d.p. ?)

+00 +00

_[ _[f(x,y) dx dy = E ﬁ %(2x+3y)dxdy

—00 —00

= integra em relacéo a “Xx”; depois em relacéo a “y”.

=2 1 [ foxoxs favan)a
2[5 L o] oy
=2 [ @3y

=2[fov+ fave]

e

I
g N

a N
I
+
|

} =1 c.qd!

b) P[(x,y)OA] onde A & regizo definida por {(x y) ‘ 0<x< %% <y< %}

2. DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE MARGINAL

Dada uma funcdo de probabilidade conjunta f(x, y) das variaveis aleatdrias
discretas X e Y, a distribuicdo de probabilidade de X isolado g(x) é obtida pela soma
dos valores de f(X, y) ao longo de Y. Do mesmo modo, a distribuicido de probabilidade

de Y isolado h(y) é dada pela soma dos valores de f(Xx, y) ao longo de x.

Definimos g(x) e h(y) como sendo as distribui¢cdes de probabilidades marginais de

X ey, respectivamente.
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Assim,

A distribuicdo de probabilidade de X isolado e Y isolados séo:

gx) =Y f(x,y) e h(y) =) f(x,y) variavel discreta
y X

g(x) = jf(x, y)dy e h(y)= Zf(x, y) variavel continua

Exercicio 7.3

Dada a f.m.p. conjunta de X e Y dada no exercicio 2:

Tabela 7.2
X
(X, y) 0 1 2
0 3/28 9/28 3/28 15/28
% 1 6/28 6/28 = 12/28
2 1/28 = = 1/28
10/28 15/28 3/28 1

- Mostre que o somatério de cada coluna da a distribuicdo de probabilidade

marginal de Xx.

P(X =0) = g(0) = 22: (0, y) = (0, 0) + f(0, 1) + F (0, 2) = 10/28

y=0
2

PX=1)= g(1) = > (L y)= f(L,0)+Ff( 1) +F(, 2)=15/28
y=0

P(X=2)= g(2) = i f(2,y) = f(2,0)= 3/28

y=0

ou seja:
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Tabela 7.3
X 0] 1 2 . o
= distribuicdo de probabilidade
gy 10 15 3 caocep
28 28 28 marginal de X.

Exercicio 7.4

Ache g(x) para a distribuicdo de probabilidade conjunta:

2
—12x+3
f(X,y): 5(X y) OSXSl,OSysl

0 outro valor

Exercicio 7.5

Ache g (x) para a distribuicdo de probabilidade conjunta:

2
f(x, y) = xy) = E(ZX+3y) 0<x<1,0<y<1

0 outro valor

Solucéo:
Por definicdo a distribuicdo de probabilidade marginal de x é dada por:

9 = [f(x,y)dy

—00

1 1 21
_[E 2x+3y E 2xy +3L
05 5 9 2 o
2 3} 4x 3

= —2X+—|=—+—
5 2 5 5

4x +3
0g(x) =

5



/

ou seja:

0 9(x)

\ 0

4x +3

O0<x<l1

)
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Exercicio 7.6

Ache h(y) para o exemplo anterior (distribuicdo de marginal de y) por definicéo:

h(y) = Tf (x,y)dx = J:(Zx + 3y)dx

2] 2x% |t ! 2
=— +3yx| |=—=—|1+3
5{ S|, *3Y } S[L+3y]
_2+6y
5
/ ou seja: \
h(y)% p/0<y<l
L 0

/

3. DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADES CONDICIONAL

Sabemos que:

P(B/A)= PAnB)

P(A)

Definindo:

, P(A)>0

A - o0eventoonde X =x

B -~ oeventoonde Y =y
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Temos que:

_ _ _P(X=x,Y:y)_fx,y) S
P(Y=y/X=x)= X=x) o) 9(x)>0
ou ainda

_ B _P(X=x,Y:y)_fx,y) S
P(X—x/Y—y)— P(Yzy) = h(y) , h(y) 0

10

Exercicio 7.7

Referindo-se ao exemplo 2 (refis), ache a distribuicdo de probabilidade condicional de

X dado que Y =1 e use isto para calcular P(X = 0/Y = 1).
Tabela 7.2 do exemplo ] é:

X
f(x, y) 0 1 2
0 3/28 9/28 3/28
Y 1 6/24 6/24 - 12/28
2 1/28 - -
a) Quero:
Tabela 7.3
X 0 1 2
f(x/1) 1 1 0
2 2

Saberia Tfazer pelos nossos conhecimentos anteriores de

condicional:
6/28 1
P(x=0/y=1)= ==
( y=1 12/28 2
Px=Uy=1)= 6728 _1

12/28 2

probabilidade
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0

P(x=2/y=1)-=

12728

Mas usando a definicao:

P(X =x/y =1) . y)

hly)

por definicdo: h(y) = f(x,y)

RLUEDICEY :%+%+o :%:%
Assim,

P(x =07y :1)%1’)1) :gf(0,0) :g—% :%
Pix =1/y = )1;%) :gf(l,l) :g—% :%
Pix =27y :1)‘%';) :gf(Z,l) =0

Exercicio 7.8

Ache A distribuicdo de probabilidade das variaveis aleatorias X e Y onde:

X - mudanca unitaria da temperatura

y - mudanca unitaria da profundidade de um lago

a) Ache as distribuicdes de probabilidades marginais de X e Y e a distribuicdo de

probabilidade condicional f(y, x:)

1) 9(x)= [ "f(x yHy = [10xy?dy

_10xy°
3

1 _10x (1 _ X3)= 10x —10x*
x 3 3
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9(x)=10?xizloTx(1—x3) 0<x<1
. o 10y? X2 |X =
2) hly)= [boykix= [1oxyidx= 22200 7
x=0
= 5y2(y2 —O)= 5y*
hiy)=5y* .  0O<y<1
3) f(y/x)
L (%, y) 10xy?
or definicdo f(y/x) = =
p cao f(y/x) o(x) Qx(l—x3)
3
3.10xy? 3y?
— ] \ = \ . 0 1
oxl-x¢)~ [1-x) SXSYS

b) P(y > %|x = O,ZSJ

- acabamos de achar a f.d.p. da distribuicdo de probabilidade condicional.

Por definicéo:

P(a<y<b/X=x)= Ef(x/y).dy

Assim,

Pla<y<b/X=x)= [fly/x)dy

3y?

! dy = 3 4
= L)Y " tozs)

3

yidy = ——
2 h—oz?is

8-1

1

1/2

(1—1/8

o) s
= 3 1-=1|=
1-0,25 8

__8
1-1/64) 64-1

64

12
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7 8
g _764 53 8

13

6
Exercicio 7.9
x(1+3y2) 0<x<2,0<y<1
flx,y) = 4

Dada a f.d.p. conjunta 0 outro valor

1 1 _1
Ache g(x), h(y), f(x/y) e P[Z < X< 5‘ y = 3)

Solugéo:

a) 9(x)

Por definicéo:

90 = [f(x.y)dy

,0<x<2

0 outro valor

b) h(y)
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Por definicéao:

+o0 x:2X ZEXyZdy
h = |f(x,y).dx = —dx+
) _i( y) XJ04 OJ4
x?2 3 ,x?2
h(y) =2—| +2y? 2
(y) g I, 2V 5 .
4 3 1(1 3
h(y) ==+>=y?4==|4+12y? | =
(y) st gY 8[ y}
2
h(y) = 1+3y?2
2
0
,0<y<1
c) T(x )
outro valor
Por definigéo:
f(x,y)
f(x,y)=
h.(y)
X(@+3y%)
4 X
Sl+% 2
2
Assim,
X
f(x,y) = xy) = > O0<x<2
0

outro valor

14
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d) P L exe l|Y =y) =t]'f(x|y)dx
4 2 :

2

[2x X_X_l’z_i{i_i}
/4 2 4,, 4|4 16
=3

64

4.INDEPENDENCIA ESTATISTICA

1
4

[

4-1
16

J

(Deducéo com analogia Teoria das Probabilidades)

Sabemos que:

P(A n B)

P (A/B) = = f(x/y)

Mas se A e B forem independentes:

P (A/B) =P(A) = f(x/y) =9(x)

Assim,

P(An B)=P(A).P(B) = f(x,y) = g(x).h(y)

_f(x.y)
P(B) h(y)

15

f(x,y)=9(x) . h(y)

para todos (X, y) dependendo do intervalo).

Estatisticamente Independentes se e somente se:

Sejam X e y duas variaveis aleatorias (discretas ou continuas) com distribuicéo de
probabilidade conjunta f (X, y) e distribuicdo de probabilidade marginais g(x) e

h(y), respectivamente. As variaveis aleatorias X e y sdo consideradas
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16

Exercicio 7.10

Mostre que as varidveis aleatérias do exemplo ® ndo sdo estatisticamente

independentes.

?
f(xy) =9(x).h(x)

Tabela 7.4
X
(X, y) 0 1 2
0 3/28 9/28 3/28 15/28
% 1 6/24 6/24 - 12/28
2 1/28 - - 1/28

10/28 15728 3/28

Vamos verificar em um par (X, y)
Suponha (0, 0)
f(x,y)=f(0,0)=3/28

9 (0) =10/28

h (0) = 15/28

Vemos que:

3¢10 15

— nao sao estatisticamente independentes.
28 28 28

Generalizagao

Seja X, X, . .. Xp, n variaveis aleatorias (discretas ou continuas) com distribuic¢éo
de probabilidade conjunta f(x;, X, . . . X,) e distribuicdo de probabilidade
marginais fi(x,), F2(x2) . . . f3(X,), respectivamente. As variaveis aleatorias, X;, Xo, .

.. X, sdo ditas Estatisticamente Independentes se e somente se:

(X1, X2 ... Xn) = Fu(Xy) . Fa(X2) . . . Fa(Xn)




